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� ������� �������� ���� �������� ������ ������ �� ��� ��������� �� � ����������
������������� ��� ������� ���� ����� �� ���������� ���� ��� ��������� ������ ���
������� ������� ������� �� ���� �������� �� ��� ���������������� �������� �����
����� ������������ �������� ���������� ��������� ������������ ������ ��������� ����
����� ���� ���� �� ����� ��� ������� ���� �� ��� ���������������� ������� ����
������� �� ��� ���������� ������ �� � ����������� ������ ������ �������� ��� �������
������� ��� �� ������ ��� � ������� �� ����������� ���� ������� ����� ���� ���� ��
��������� ��� ���������� ������ ������� �������� ���� ����� ���� ������������ �������
���������� �� ������ ���� ������ �� ���� �� ������� ������������ �� ���� ������ �� ���
��� �� ����������� ������ �������

�� ����������� ��� ������������ �������

��������� ���� � ������ ������ P �� �������� ���������� �� �� ��������

pij ≥ 0 ∀i, j,
�

i

pij = 1 ∀j

��������� ���� � ������ ��� ������� A �� ��������� ��� ������� A > 0 �� �� ��������

aij > 0

������� ���� ��� A �� � ������ ������� ���� Rj =
�

j �=i |aij|� ��� ��� �� ��������
������ �� ��� ����������� ������� �� � ������� ����� ���������� ���� �� ��� �� ���
����� �� ��� ������� ����� �������� �� ajj ���� ������ Rj�

���� ������� �� ����� �� ��� ���������� ������ ��������

������� ���� ��� ρ(A) �� ��� �������� ������ �� A� ∀v, �Av� ≤ ρ(A)v�

���� ����� ������� �������� ���� ��� ������������ �� ��� �������� ������ �� � �����
�� ������ ������

�� ����� �� �������

�� ���� ������� �� ������� ��� ����� �� ��� ���������������� ������� �� �������� ��
��������� ���������� �������� �� ����� �� ���� ��� ��������� ��������� ��������� ���
����������� �� ����������� ������ �������

�



� �� ����

������� ���� ��� P �� � ��������� ���������� ������� ∃!π ��������� ���������� ����
���� �P nx0 − π� ≤ αn� α < 1 ��� ��� �������� ������ x0 �����������

���� ��������� �� �������� ���������� �� ��� ��������� �� � ������ ���������� ����
��������� ��� ��� ����������� ������ ������ �������� ���� ��� ���������� �����������
������� ��� ��� ������ �� �������� ��������� �� ��������� ��� ������ ����� ���� ����
����� �� ���� ������ ����� ���������� �� ��� ������� ����� �������������� ��� ����������
������ ���� ������� ��� ��������� �� ��� ����������� �� � ��������� ���������� �������
��� ������� ����� ������ ���� �� ������� �� ������������� ��� ���������� ���������

����� ���� � �������� ���������� ������ P ��� �� ���������� λ = 1�

������ �������� ��� �������������� ����������� �� P ��� P T � ����� ��� �����������
�� P ��� ��� �������� �� ��� ���������� det(A− λI) = det(A− λI)T = det(AT − λI)�
�� ������� P ��� P T ���� ��� ���� ������������ ����� ��� ������� �� P ��� �� 1�
��� ���� �� P T ��������� ��� �� 1� �� ������������� P T1 = 1� ����� 1 �� ��� ������
������ �� ����� �� λ = 1 �� �� ���������� �� P T ��� ������������ P � �
����� ���� � �������� ���������� ������ P ��� � �������� ������ ρ(P ) = 1� ���
∀λi �= 1� |λi| < 1� ����� λi ��� ��� ����������� �� ��� �������

������ ��� ����� �� ���� ����� ������� ������������� ���� ���� ����� ����� ��������
����� �� � �������� ���������� ������ ���� �� ��� �������� (0, 1)� ����� ���������� ����
�� �������� �� ��� ���� ���� �� ��� �������� (0, 1)� ��� ���� ���� �������� �� pjj�
������������� ������� �� ��� ������ 1 − pjj� ��� ����������� �� ����� ����������
������� ���� ���������� ���� �� �� ���������� ������� �� ��� ���� ���� �� 1 �� ��� ����
����� �� ����� ��� ����� �� ��� ���������� ����� ��� ���������� ������ ��� ���� �����
�� ρ(P ) ≤ 1� ����� λ = 1 �� �� ���������� �� P � �� ������� ρ(P ) = 1� ������������
����� ����� ���������� ���� �� ���������� ������� �� ���� ��� ��� � �������� �������
������ ���� ���� ��� ����� �� ��� ����� ���� ��� ��������� ���� ��� ���� ���� �� ���
����� ������ �������� ���� λ = 1 �� ��� ���� ���������� ���� |λ| = 1� �
����� ���� � ∃v ������������ ���� ���� Pv > v �� P �� � �������� ���������� �������

������ ������� ��� ������������� ���� � v ������� �� v �� ������������� Pv �� ���������
�������� �� Pv > v ����������� �Pv� > �v�� ����� ρ(P ) = 1 �� ����� ���� ����
����������� ������� ���� �
����� ���� � �������� ���������� ������ P ��� �� ����������� z > 0 �������������
�� λ = 1�

������ �� ����� ���� P ��� ���������� λ = 1� ��� x �� � ������������� ������������
�� �� ������� Px = x, x �= 0� �������� z = P |x|� ����� |x| ��� ��� ������������
��������� ��� �� ����� ��� �������� �������� ��� P ��� ��� �������� ��������� ��
������� z > 0� z = P |x| ≥ |Px| = |x| �� �������� ����������� ��� y = z − |x| ≥ 0�
������� y > 0� ���������� �������

0 < Py = Pz − P |x| = Pz − z → Pz > z

���� ����������� ��� �� y = 0� ��� z = |x|� ����� ������� Pz = z� ��� �� ������������
z > 0� �



��� ���������������� ������� �� �������� �� ��������� ���������� ���������

����� ���� ��� ��������� ������������ �� ���������� λ = 1 �� � ���������� ��������
������ P �� 1�

������ �� ����� ���� � ��� ���������� ���� (x, 1) ����� x > 0� ������� Py = y�
���� x, y �������� ������������ ���� � ���� ���� z = x+ �y ≥ 0� ��� � �� ��� ��������
������� ���� ����� ����� ��� ������� �� ���� ����� x �� �������� ��������� ��� � ��
�������� ����������� ����� ���� � ��� ����������� ������� Pz > 0� ����� z �� ����
��������� ��� P �� �������� �������� ��� �������� �������� �������� z = Pz� �� z > 0�
����� ����������� ��� ���������� ���� z �� ��� �������� ������� ���� ����� �� ���
���������� x, y �������� ����������� �� ������ ��� λ = 1 ��� ��������� ������������
���� �

����� ���� �� P �� � �������� ���������� ������� ����� ������ � ������ π ���� ����
Pπ = π� ��� π �� ����������

������ �� ����� ��� ∃x ���� ���� Px = x� ���� x ��������� �� ����� ��� x ��
������ �� �� �������� �� π = x�

i xi
�� ����������� ��� �� ��� ���� ���������� ������

����� �������� Pπ = π� �

����� ���� ��� ��������� ������������ �� ���������� λ = 1 �� � ���������� ��������
������ P �� 1�

������ ������� λ = 1 �� ��� � ������ ����������� ��� ������ �������������� ��
� ������� (A − I)ky = 0, (A − I)k−1y �= 0� ��� (A − I)k−1y �� �� �����������
������������� �� λ = 1 � ��� �� ����� ���� y ��� �� ������ �� x = (A − I)k−1y�
���� x > 0� ���

z = (A− I)k−2y

(A− I)z = (A− I)k−1y = x → Az − z = x

����� x �� �������� ��������� Az > z� ��� �� �������� ���������� A|z| > |z|� ��������
���� ����������� ���� �� ��� ���������� �� ������� �

� ���������� �� ����� �������� ������� � ���������� ������� �� ��� ����������������
������� �� �� ��������

������� ���� ��� P �� � ��������� ���������� ������� ��� ��������� ������

��� P ��� ���������� 1 = ρ(P )� ������ ����
��� ��� ��� ���������� λ �= 1 �� P |λ| < 1� ������ �����
��� ��� ������������� ���������� �� λ = 1 ��� ������������ ���� �� �� �������

������ �����
��� ����� ������ � ������ ���������� ������ π ������������� �� λ = 1� ����������

Pπ = π� ������ ����

����� �� ����� �������� ��� ��������� ��������� ������������ ������� ��� ���� ��
������ ������



� �� ����

������ ��� x0 �� � ���������� ������� ��� v1, ...vn �� �� ������� ������ ��� L1 �����
����� ���������� ��� ������ ��������� ����� P = TJT−1� ��� x0 = a1v1+...anvn� �����
π ��� ��������� ������������ ���� v1 = π�

P kx0 = (TJT−1)kx0 = TJkT−1x0 = TJk(a1e1+...anen) = TJka1e1+TJk(a2e2+...anen)

����� ��� ���������� ������������� �� ��� ���� ������ ����� �� 1 �� �������� ��� ���
��������� �� ��� ������ ������ ����� ��� ���� ��� ���� ���� ��� �� ������� Jk

i → 0�
���� � ����������� �� λk

i � ������� ��� ������ ���� �� ������� �� P kx0 → a1v1�
��� ����� � ���������� ������ ����� � ���������� ������ �� ����������� P kx0 → v1 =
π ���� � ��������� ����������� ���� ���� ����� λk

i � ����� λi �� ��� ������ �������
����������� �

�� ����������

��� ������� �������� �� ������� ��� ��� �� ��������� ������� �� ��� �������� ���
����� ���������� �� ��� �������� ������� ��� �������� �� ��� ����� �������� ���������
�� ����������� ��� ������ ������ �� ��� �������� ������� ��� ������� �� ��������
������ ��� ������������ ��������� ��� ��� ����������� ������ �� ����������� �� ���
����������� �� ��� ������� ����������� ������� ��� ������ ������ �� ���������� ���
���� �� �������� ������� ������� ���� ������ ������������� �������� ���� �������
������� ���� �� ��������� ��� ������� ������ �� ��� ����������� ����� ��� �� ���
������� �������� ���� ��������� ���� ���������� ��������� �� ��� ����������������
�������� ��� ������� ��������� �������� ������ �� ��� ������� ��� ��������� �������
���� ������ ������� ��� ��� �������� �������� �� ���������

�� �����������

��� �� ��� ���� ������� ������ �������� �� ��� ����������� �� ��� ����������
�������� �� ��������� ���������� �������� �� ��� ������ ���������� ��������� �������
������� ��� ���������� ������� �� ����� �� � ������ ������ �� ���������� �� ����� ����
����� ����������� ���� ���������� �� ���������� �� ��� ������������ �� ��� ������
����� ���� ���������� � ������������ ���� �������� ��������� � �������� ����� �� ����
�� ���� ��� ���� ���� ������ ���� ����� �� ��� ����������� ���������� �� ��� ������
��� ���������� ���� ��������� ����� ���� ���� ������� ������� �� ��� ����� ������
�� ����� ���� ������ �� ����������� �������� ��� �������� �� ������� �������� �� ���
������������� �� � ���������� ������������ �� � ������������� ������ ���������� �������
�� ����� �� �������� ��� ������� ���������� ���������� �������� ����� ��� ���������
������������ �� ��� ���������� ������� ��� ���� �� �������� ���� �� � ���� ��� ��
�������� ������ �� ����������� �� � ������� ������ ������� � ���� ���� �������� ������
��� ��� ���� ���� �� � ��� ���� ���� �� ������� ������ ��� ������ �����������
�� �� ������ ��� ���������� �������� �� ��� ���������� ������� �� � ������ ������������
P � = cP + (1 − c)E� ����� E �� � ���������� ������ �� ������� �������� ���� ����
������ �������� ������ �� E ������� ��� ����������� �� ��� �������� ��� ������ ��
��� ������ ������ ���������� � ���������� �� ���� ������������ �� ������� �������� �
������� ������ ��� �� ���� �� ������ ���������� �������� �� ��������� ��� ���������
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����� �� ��� ������� ������� ��� �� ���������� �� ���������� ������������� �������
��� ��� ����������� �� ��� ���������� �� ����� ����� ��� �������� ������� ������ ��
���������� �� ��� ���������� ������������ �� P �� ����� �� �� �� ���������� ���������
��������� ���������� ������� �� ��� ������ ���������
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����������

��� ������� �������� ������������ �� ������ ��������� ��� ��� ����� �����
��� �� ����������� �� ������� ��� ������ ���������� �� ��� ������ ������� ���������
��� �� ����� �� �������� ������ ��������� ��� ��� ���������� �����
��� ���� ��������� ��� ���� ������ ��� ������������ �� �������� �������� ���� ������� ���

������� �������


